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Resumen
Se introduce el concepto de superficies multidimensionales ensambladas y no se
descarta el caso cuando los trozos de las superficies a ensamblar tienen diferentes
dimensiones. Se consideran deformaciones infintesimales de estas superficies. En forma
muy general, se demuestra que si los trozos de superficies contienen rigidez infinitesimal
de primer grado, entonces la superficie ensamblada contiene rigidez infitesimal de
primer grado.
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Abstract
The article introduces the concept of multidimensional pasted surfaces and con-
siders the case of different dimensions in the surfaces to be pasted. Infinitesimal defor-
mations of such surfaces are also considered. In a general way, it is proved that, if the
surface pieces have first order infinitesimal rigidity, then the pasted surface contains
infinitesimal rigidity of first order.
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Introduccio´n
A las deformaciones isome´tricas infinitesimales de las superficies bidimensionales en-
sambladas del espacio Eucl´ıdeo le han dedicado un nu´mero suficientemente grande de tra-
bajos (ver [1]– [8]). Intere´s sobre este tema es detallado en las aplicaciones sobre la teor´ıa de
las envolventes (ver [9]). La lista de trabajos sobre la teor´ıa de las deformaciones isome´tri-
cas infinitesimales de las superficies multidimensionales en los espacios multidimensionales
de igual forma es muy amplio (ver [10]– [25]). Desde el punto de vista meca´nico la de-
formacio´n isome´trica infinitesimal de una superficie multidimensional se puede interpretar
como la deformacio´n de las conexiones de un sistema meca´nico cuando la forma de la
energ´ıa cine´tica es estacionaria [23]. Sin embargo, a pesar de la gran cantidad de trabajos
sobre deformaciones isome´tricas infinitesimales de las superficies bidimensionales ensam-
bladas y de las superficies multidimensionales suaves, no tenemos conocimiento de algu´n
trabajo que haya considerado las deformaciones isome´tricas infinitesimales de superficies
multidimensionales ensambladas. Adema´s, este problema representa un gran intere´s, no
solo desde el punto de vista matema´tico, sino tambie´n desde el punto de vista de la teor´ıa
de los sistemas meca´nicos. En adelante definiremos los conceptos generales, relacionados
con las superficies multidimensionales ensambladas y con sus deformaciones isome´tricas
infinitesimales, y demostraremos una condicio´n suficiente de la rigidez infinitesimal de
estas superficies.
1. Consideremos la variedad Γ, k-dimensional, k ≥ 1, Hausdorf orientable, con base nu-
merable, y el espacio E, m-dimensional, m > k, Eucl´ıdeo y af´ın. La parte vectorial del
espacio E la llamaremos de igual forma E. Sean z: Γ → E una C2-inmersio´n e I(z) la
me´trica en la variedad Γ, inducida por esta inmersio´n. En el entorno de cada punto de




τ i ⊗ τ i. A trave´s de Φij representaremos las formas de conexio´n del
coreper τ , definidas de forma biun´ıvoca por las siguientes condiciones: dτ i =
k∑
j=1
τ j ∧ Φij,
Φij = −Φji , donde i, j = 1, . . . , k, d es el signo del diferencial exterior. Representemos a
trave´s de ξ = (ξi)ki=1 el reper local, dual al coreper τ , y suponiendo que ei = ξi(z), para el




τ iei, i = 1, . . . , k. (1)
Los campos ei forman un C1-reper local de la fibracio´n tangencial de la superficie z(Γ) en
el espacio E.
Sea ν = (νσ)
p
σ=1, p = m − k, un reper local ortonormal de la fibracio´n normal de
la superficie z(Γ). En cada punto x del dominio del coreper τ el conjunto de vectores
e1(x), . . . , ek(x), ν1(x), . . . , νp(x) forman una base ortonormal del espacio E. La repre-
sentacio´n de los diferenciales dei y dνσ a trave´s de esta base nos conduce a las fo´rmulas
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donde ωσi son 1-formas continuas, llamadas formas de inmersio´n y κ
ρ
σ son 1-formas conti-
nuas, llamadas formas de torsio´n de la superficie z(Γ), i = 1, . . . , k,




ωσi ∧τ i = 0, κρσ = −κσρ . La primera de estas igualdades implica la simetr´ıa
de la forma bilineal diferencial IIσ =
k∑
i=1
ωσi ⊗ τ i = −dzdνσ. Esta forma es la segunda
forma principal de la superficie z(Γ) con respecto a la normal νσ.
Representemos a trave´s de S2T ∗(Γ) la fibracio´n de las formas sime´tricas bilineales
deferenciales en la subvariedad Γ, y a S2T ∗x (Γ) su fibra sobre el punto x ∈ Γ. La fibra
S2T ∗x (Γ) representa el espacio vectorial de dimensio´n
k(k + 1)
2
. Sea L(x) la envolvente
lineal en S2T ∗x (Γ), sujetas a las formas II1(x), . . . , IIp(x) y q(x) = dimL(x). El nu´mero
q(x) representa la dimensio´n del espacio normal principal de la superficie z(Γ) en el punto
x [26]. Claro esta, que q(x) ≤ p. Al punto x ∈ Γ (y de igual forma a su imagen z(x) ∈ z(Γ))
lo llamaremos punto planado, si q(x) < p.
2. Consideremos las C∞-variedades X+ y X− suaves, orientadas, Hausdorff, con bases nu-
merables, de dimensiones n+ y n− y con las fronteras ∂X+ y ∂X− (pueden estar vac´ıas)
y las C∞-subvariedades Γ+ y Γ− de las variedades X+ y X− respectivamente, de dimen-
siones k, donde 1 ≤ k < n±, tales, que existe un C∞-difeomorfismo ϕ: Γ+ → Γ− (no se
descarta el caso cuando Γ± ∩ ∂X± 6= ∅). El difeomorfismo ϕ lo llamaremos difeomorfis-
mo de ensamblacio´n. Sean z+:X+ → E y z−:X− → E unas C2-inmersiones, las cuales
satisfacen la siguiente condicio´n:
z+(x) = z−(ϕ(x)) (3)
para cada punto x ∈ Γ+. Representando a las respectivas superficies F+ = z+(X+) y
F− = z−(X−), al conjunto F = F+ ∪ F− llamaremos la superficie, ensamblada por las
superficies F+ y F− a lo largo de la superficie S = z+(Γ+). La superficie S la llamaremos
superficie de ensamblacio´n.
Consideremos las deformaciones isome´tricas infinitesimales de las superficies F+ y F−
con los campos de deformaciones δz+ y δz− respectivamente, que satisfacen la siguiente
condicio´n:
δz−(ϕ(x)) = δz+(x) (4)
para cada punto x ∈ Γ+. Llamaremos al par δz = (δz+, δz−) campo de deformacio´n
isome´trica de la superficie ensamblada F . Al campo de deformaciones isome´tricas δz lo
llamaremos trivial, si para e´l: δz+ = Ω · z++ω y δz− = Ω · z−+ω, donde Ω es un bivector
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arbitrario constante del producto exterior cuadrado
∧2E del espacio E, ω es un vector
arbitrario constante del espacio E y el punto representa el producto interno del bivector
por el vector [27]. El campo de deformacio´n de una deformacion´ isome´trica infinitesimal
trivial representa el campo de velocidades, al moverse la superficie en el espacio E como un
cuerpo so´lido. La superficie ensamblada F se llama infinitesimalmente r´ıgida, si cualquier
campo suyo es trivial.
3. El siguiente teorema nos da´ un criterio suficiente de rigidez infinitesimal de una super-
ficie ensamblada.
Teorema 1 Si las superficies F+ y F− poseen rigidez infinitesimal de primer grado, y
si la superficie de ensamblacio´n S no contiene puntos planados, entonces, la superficie
F = F+ ∪ F− es infinitesimalmente r´ıgida.
Demostracio´n: Que las superficies F+ y F− posean rigidez infinitesimal, significa, que
sus campos de deformaciones δz+ y δz− tienen la siguiente forma
δz+ = Ω+z+ + ω+, δz− = Ω−z− + ω−, (5)
donde Ω+ y Ω− son bivectores constantes, ω+ y ω− son vectores constantes. Para demostrar
el teorema debemos mostrar, que Ω+ = Ω− y ω+ = ω−.
Representaremos a trave´s de V + y V − los campos de rotacio´n de las superficies F+
y F− respectivamente. Ellos se definen biun´ıvocamente con las deformaciones isome´tricas
infinitesimales de estas superficies y las deformaciones de los reperes locales ortonormales,







la fibracio´n normal de estas superficies con las siguientes igualdades
dδz± = V ±dz±, δν±σ = V
±ν±σ (6)
(ver [23]), donde el signo ”δrepresenta la variacio´n de la magnitud correspondiente. De
las condiciones de ensamblacio´n (3) y (4) surge que en la subvariedad Γ+ tienen lugar las
siguientes igualdades dz+(x) = dz−(ϕ(x)), y dδz+(x) = dδz−(ϕ(x)). De estas igualdades
y de la ecuacio´n (6) obtenemos(
V +(x)− V −(ϕ(x))) dz+(x) = 0.
De la ecuacio´n (5) surge que V + = Ω+, V − = Ω−. En tal caso, la igualdad anterior se
puede escribir de la siguiente forma(
Ω+ − Ω−) dz+(x) = 0.





el coreper local en la subvariedad Γ+, en la cual la
me´trica de la superficie z+(Γ+) tiene forma normal. Utilizando la ecuacio´n (1), podemos




i = 0. De la independencia lineal de
las formas τ i surge que (
Ω+ − Ω−) ei = 0, i = 1, . . . , k. (7)
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Derivando esta igualdad y utilizando las fo´rmulas de Gauss (2) en ella, encontramos que
(
Ω+ − Ω−) p∑
σ=1
ωσi νσ = 0, i = 1, . . . , k, p = m− k.
Multiplicando tensorialmente por τ i y sumando por el ı´ndice i = 1, . . . , k, obtenemos
(




donde IIσ es la segunda forma principal de la superficie de ensamblacio´n S con relacio´n
a la normal νσ.
De la ausencia de puntos planados en la superficie de ensamblacio´n S surge la inde-
pendencia lineal de las formas IIσ en la fibra S2T ∗x (Γ+) en cada punto x ∈ Γ+. Por tal
razo´n de esta u´ltima igualdad tenemos, que(
Ω+ − Ω−) νσ = 0, σ = 1, . . . , p.
En combinacio´n con la ecuacio´n (7) obtenemos que Ω+ − Ω− = 0. De las igualadades (5)
y de las condiciones de ensamblacio´n (3) y (4) surge que ω+ = ω−. El teorema queda
demostrado.
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